Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 4 61

TEMA 4. Vectores en el espacio
Problemas Resueltos

Vectores

1.Para a=(1,-2,3)y b =(3, -1, 4), halla:
a)a+b b)2a-b c¢)-a+3b d)yc=rd+pb
Solucién:
Q) d+b =(1,-2,3)+(3,-1,4)=(4,-3,7).
by 2d-b =2-(1,-2,3)-(3,-1,4)=(2-3,-4+1,6—4)=(-1,-3, 2).
c) —a+3b =—(1,-2,3)+3-(3,-1,4)=(-1+9,2-3,-3+12) = (8, -1, 9).
d) €=Ad+pb = A1, —2,3)+u(3, 1 4)=(A+3u, — 21—, 30 +4p).

2. a) A partir de la definicién de dependencia lineal de vectores, demuestra que los vectores
{(1,0,-1), (0,1, 2), (1, -1, 1)} son linealmente independientes.

b) Expresa el vector Vv = (3, -2, 3) en funcion de los vectores anteriores.

Solucioén:

Debe comprobarse que la relacion A1(1, 0, —1) + A2(0, 1, 2) + A3(1, -1, 1) = (0, O, 0) sblo se
cumple cuando A1 =0, 22 =0y A3 =0.

En efecto:
A(1, 0, -1) + (0, 1, 2) + A3(1, -1, 1) =(0,0,0) =
Ay +A,=0
= (A1 + A3, A2 —A3, —A1+2A2 + A3) = (0,0, 0) = A,=2;=0 =
A +2h,+2;=0
Ay +Ay,=0 Ay +Ay,=0

= (Por Gauss) Ay,—A,=0 = Ay —hy =0,

E3+E1| 2A,+2),=0 E3-2E2 4%, =0

Cuya Unica soluciones A1 =0, A2 =0y A3 =0.

b) Como los vectores anteriores son linealmente independientes constituyen una base de R,
en consecuencia, cualquier vector depende linealmente de ellos.
En este caso, hay que encontrar los valores de A1, A2 y A3 tales que:

(3,-2,3)=A1(1,0,-1) + 22(0, 1, 2) + A3(1, -1, 1)

A +Ay =3 Ay +Ay =3
Esto es: Ay=hy=-2 = Ay—hy=-2=
A +2h, +A; =3 E3+El 2h, +2h, =6
M +A;=3
= Ay—hy=—2 =>A3=5/2, h2=1/12y A1 = 1/2.
E3-2E2 4), =10
1 1 5

Luego, (3,-2,3)= E-(l, 0,-1)+ E'(O’ 1,2)+ E-(l, -11).
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3. Dados los puntos A(1, 0, -1), B(2, 1, 0), C(0, 0, -1) y D(-1, 1, 1), halla los vectores AB,
BC y CD. Comprueba si son linealmente dependientes o no. Da una interpretacién geométrica
del hecho.
Solucion:
Los vectores AB, BC y CD son:
AB=(2,1,0)-(1,0,-1)=(1, 1, 1);
BC=(0,0,-1)-(2,1,0)=(-2, -1, -1);
CD=(-1,1,1)-(0,0,-1) = (-1, 1, 2).
Para ver si son linealmente independientes se hace el determinante,
1 1 1 D
~2 -1 -1=-1+5-3%0. /
-1 2 // 4
Al ser distinto de 0, los vectores son linealmente independientes. Eso /¢ A</

significa que no hay ningln plano que contenga a los cuatro puntos,
que los vectores no son coplanarios.

4. Para los vectores AB, BC y CD, del ejercicio anterior, halla:
a) El modulo de cada uno de ellos.

b) El producto escalar AB - BC.

¢) El angulo que forman AB y BC.

Solucion:

a)AB=(1,1,1) = ‘E‘ V12412412 =43,
BC = (-2, -1, -1) :‘ﬁ:" =J(2)? +(-)? + (-1 = 6.

CD=(-1,1,2) = ‘C—D‘ = JC)F+12 422 = 6.

b)AB-BC=(1,1,1)(-2,-1,-1)=—2-1-1=-4.

c) cos(AB Bc) AB-BC —4 — = 4ngulo(AB - BC) = 160,53°.

‘AB‘ ‘BC‘ "3 3 \/_
5. Calcula los valores de a y b para que los puntos A(1, 1, 1), B(a, 2, b) y C(1, 0, 0) estén
alineados. c
Solucién: 2/
Los puntos A, By C estan alineados cuando los vectores AB y AC son
proporcionales. Esto es, cuando AB =k - AC A/

ComoAB=(,2,b)-(1,1,)=(@-1,1,b-1),y
AC=(1,0,0)-(1,1,1)=(0, -1, -1), debe cumplirse que:
a-1=0
@-1,1,b-1)=k-(0,-1,-1)=(0, -k k)= 1=-k =k=-1;a=1;b=2
b-1=-k
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6. Estudia la dependencia o independencia lineal de los vectores
u=(,09), v=03-12), w=(5-114)
Solucion:
Los vectores seran linealmente independientes si su determinante asociado es distinto de cero;
en caso contrario seran linealmente dependientes.

2 0 9
Como |3 -1 2/=14=0, los vectores dados son linealmente independientes.
5 -1 4

7. a) Estudia, en funcién del valor del parametro a, la dependencia e independencia lineal de
los vectores vV, = (a, —a, 1), v, =(2a,1,1) y v; = (1, -1, -1).

b) Cuando sean linealmente dependientes, escribe vV, como combinacion lineal de v, y v, .
Solucioén:

a —-a 1
a)Como|2a 1 1|=-2a’-3a-1=0=a=-1oa=-1/2.
1 -1 -

Por tanto:
Sia=-10a=-1/2 los vectores son linealmente dependientes — EI determinante vale 0.
Sia#-1ya#-1/2 los vectores son linealmente independientes.

b) Paraa = -1, los vectores son: v, =(-1,1,1), v, =(-2,1,1)y v, = (1, -1, -1).
Luego: V;, ==V, +0 -V, =-V,.

Paraa =-1/2, los vectores son: vV, =(-1/2,1/2,1), v, =(-1,1,1) y v, = (1, -1, -1).
Luego: V; = 0-V, — V, =—V,.

8. Halla la relacién que debe existir entre a y b para que los puntos de coordenadas A(1, 0, 0),
B(a, b, 0), C(a, 0, b) y D(0, a, b) estén en un plano.
Solucion:
Cuatro puntos pertenecen a un mismo plano cuando tres de los vectores que determinan son
linealmente dependientes.
SiA(1,0,0),B(a, b, 0), C(a, 0, b) y D(0, a, b), los vectores AB, AC y AD son:
AB=(a, b,0)- (1,0,00=(a-1,b,0);
AC=(a,0,b)-(1,0,0)=(a-1,0,h);
AD=(0,a,b)-(1,0,0)=(-1,a,b).
a-1 b O
Seran linealmente dependientessi [a—1 0 bj=0= —(a—-1)ab-b[(a-Db+b]=0 =
-1 a b

= -a’b+ab-b’a=0 < abla+b-1)=0
Las soluciones de esta ecuacion son:a=0,b=00 a+b=1.
Por tanto, los cuatro puntos dados estaran en un plano cuandoa=0,b=00 a+b=1.
Sia=0 los puntos son: (1, 0, 0), (0, b, 0), (0, 0, b) y (0, 0, b); los dos tltimos coinciden.
Si b =0 los puntos son: (1, 0, 0), (a, 0, 0), (a, 0, 0) y (0, a, 0); coinciden otros dos.
Luego, para que los cuatro puntos sean distintos y estén en el mismo plano es necesario que
a+b=1, conay b distintos de 0.
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Aplicaciones del producto escalar, vectorial y mixto

9. a) Calcula el &ngulo que forman los vectores G =(2,1,1)y v =(-1, 1, 1).
b) ¢Cuanto debe valer a para que los vectores U =(2,a,1) y V. = (-1, a, 1) sean
perpendiculares.

Solucion:
a) El coseno del &ngulo que forman los vectores G y vV viene dado por:
cos(d,v) = IV (2,1,1(-111) 0

= = -0
iV V22412412 f(-)2 +12+17 VB3
Los vectores son perpendiculares.

b) Su producto escalar deber ser 0: G - v =0.
Luego,
(2,a,1)-(-1,a1)=0=>-2+a’+1=0=a’=1=a==1

10. Dados los puntos A(1, 0, -1), B(2, 1, 0) y C(0, 0, —1), determina otro punto D de manera
que ABCD sean Vvértices consecutivos de un paralelogramo. Determina el punto de corte de
sus diagonales y el area de ese paralelogramo.
Solucion:
Si ABCD son vértices consecutivos de un paralelogramo, debe
cumplirse que los vectores libres AB y DC sean iguales.
SiD=(a,b,c),DC=(0,0,-1)—-(a,b,c)=(-a,-b,-1-c)
Como AB = (1, 1, 1), entonces: .
(1,1,1)=(a -b,-1-c)=D=(-1,-1,-2). 4
El punto de corte de sus diagonales coincide con el punto medio de una de ellas, por ejemplo,
la diagonal AC. Sus coordenadas son:

w10 0 11 _(1
2 2 2 2

El &rea del paralelogramo es igual al médulo del producto vectorial de dos de los vectores de
determinan sus lados: S = ‘Né x ﬁj‘

0, U, U
Por tanto: ‘ABxAD =11 1 1|=(0-11) > S=(-1?+1> =42 2
2 -1 -

11. Dados los vectores V = (1,0, -1) y w = (1, 1, 0), calcula los vectores unitarios de R® que
son ortogonales a ambos.

Solucion:
Un vector ortogonal a dos dados se obtiene multiplicandolos vectorialmente.
0 U, U
vxw=|1 0 -1=(@1-L11
1 1 0

Este vector es perpendicular a vy w, pues los productos escalares:
(1,0,-1)-(1,-1,1)=1+0-1=0
(1,4,0-(1,-1,1)=1-1+0=0
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Un vector unitario en la direccion de uno dado, &, es ﬁ-é . En este caso, los vectores
a
. . V XW 1 1 1 1
unitarios pedidos seran: + —— =+-—(1,-11))= i(—, -, —J
it E TR

12. Determina el valor de a para que los puntos A(1, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(1, 6, a) sean los
vértices de un triangulo de area 3/2.
Solucion:

11— —
El area del triangulo que determinan los puntos A, B y C viene dada por S = E‘AB x AC

En este caso:
AB=(1,1,1)-(1,0,1)=(0,1,0); AC=(1,6,a)—(1,0,1)=(0,6,a-1)
Luego

o u, 4, U T
ABxAC=/0 1 0 |=(a-10,0 = -
0 6 a- AT— )

AF B

= ‘ﬁéxA_C":w/(a—l)2 :J_r(a—l) y S =%|a—]1

Como se desea que S = 3/2, y teniendo en cuenta que el valor absoluto presenta dos
posibilidades, se tendré:

lacn=3 S a-4 La-a=3 = a-2
2 2 2 2

Por tanto, el tridngulo tiene area 3/2sia=40a=-2.

13. a) Demuestra que los puntos A(A, 2, 1), B(2, =X, 0) y C(A, 0, A + 2) son vértices de un
triangulo isdsceles.

b) Para A = 2 determina su area.

c) ParaA =0, si los puntos A, B y C se trasladan segun el vector v = (1, -1, 3) se obtiene un
prisma triangular. Halla los nuevos vertices y el volumen del prisma.

Solucion:

a) Un triangulo es isosceles cuando tiene dos lados iguales. Por tanto, en este caso, habra que
ver que el modulo de dos de los vectores AB=(2—- X, -A—-2,-L), AC=(0,-2,2)yBC = (A
-2, X, A+ 2)es el mismo.

ﬁ‘:J(z—x)%(—x—z)%(—x)z — 322 +8 o
A_C" = Jo+ (22122 =8
ﬁ\a[(x—z)z 22+ (A +2)2 =302 +8
Como resulta evidente, los lados AB y BC miden lo mismo. Por tanto, el
triangulo sera isdsceles; y para A = 0, equilatero. 4 c

b) SiA =2: AB = (0, -4, —2), AC = (0, -2, 2) y BC = (0, 2, 4).

1 _ —
El &rea del triangulo viene dada por S = E‘AB x AC|,
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l_jl UZ l]3
ABxAC=(0 —4 -2/=(-12, 0, 0) = |ABxAC|=12 =5=61
0 2 2

¢) Si A =0, los puntos son: A(0, 2, 0), B(2, 0, 0) y C(0, 0, 2); y los
trasladados seran:
A —(0,2,0)+(1,-1,3)=(1, 1, 3);
B—(2,0,0)+(1,-1,3)=(3, -2, 3);
C —>(0,0,2)+(1,-1,3)=(1,-1, 5).
Ademas: AB = (2,-2,0), AC=(0,-2,2) yAA" = v =(1, -1, 3).

El volumen del prisma triangular vale la mitad que el volumen del 1
paralelepipedo determinado por los vectores AB, AC y AA". Al L

Sera:
1 F 29
V=§‘[AB, AC, AA']‘:-(; j :23 =2[2(-6+2)+2(-2) =6 v

14. (Propuesto en Selectividad, Madrid 2012)
Dados los puntos P1(1, 3, —1), P2(a, 2, 0), P3(1, 5, 4) y P4(2, 0, 2), se pide:
a) Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el mismo plano.
b) Hallar los valores de a para que el tetraedro con vértices en P1, P2, P3, P4 tenga volumen
igual a 7.
Solucion:
a) Los puntos P1, P2, P3 ,P4 estan en el mismo plano si los vectores P1P2, P1P3 y P1P4 son
linealmente dependientes.
Esos vectores son:
PiP>=(,2,0)-(1,3,-1)=(a-1,-1,1);
PiP3=(1,5,4)-(1,3,-1)=(0,2,5)
PiPs=(2,0,2)-(1,3,-1)=(1,-3,3).

a-1 -1 1
Serén linealmente dependientes cuando | 0 2 5=0=21a-28=0=a= % :
1 -3 3

b) El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los vectores P1P2, P1P3y P1Pa.
Su valor es:

a-1 -1 1
1 1 1 1
V="|PP, PP,PP|=2] 0 2 5=[21a-21-7|=>|21a-28=7
6 6 6 6
1 -3 3
Dos soluciones:
1(21a—28):7 —~a="9_19. ¢ pien, 1(—21a+28)=7 Sa--#_ 2
6 21 3 6 21 3
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15. Dados los vectores: & = (2, -1,4) y b = (0, 3, &) con A€ R.
a) Halla el valor de A paraque a y b sean ortogonales.

b) Para A = 0 calcula el &rea del paralelogramo que tiene por lados los vectores d y b .
Solucioén:
a) Dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar vale 0.

i-b=(2-14)-(0321)=-3+4=0= x:%

b) El area del paralelogramo que determinan los vectores & y b viene i@ s
dada por el médulo del producto vectorial los vectores & x b . . /
Parar =0, b =(0, 3, 0), luego: ’
U1 UZ l]3
dxb=|2 -1 4|=(-12,0,6) = |axb|=/(-12)* +6° =180
0 3 O

El area del paralelogramo vale +180 u?.

16. Dados los puntos A(1, 2, 1), B(2, 3, 1), C(0, 5, 3) y D(-1, 4, 3).

a) Prueba que los cuatro puntos estan en el mismo plano.

b) Demuestra que el poligono de vértices consecutivos ABCD es rectangulo.
c) Calcula el area de dicho rectangulo.

Solucion:

a) Los cuatro puntos perteneceran al mismo plano si los vectores AB, AC y AD son
linealmente dependientes.

Estos vectores son: W2 /
AB=(2,3,1)- (1,2 1)= (1,1, 0); /| TwC /
AC=(2,3,1)- (1,2 1)=(-1,3,2) /( 4=_ ,/
AD=(-1,4,3)-(1,2,1)=(-2, 2, 2) / ~ D/

1 10
Como |-1 3 2/=0, los vectores, efectivamente, son linealmente dependientes.
2 2 2

b) El cuadrilatero sera rectangulo si los vectores AB y BC, y AB y AD son perpendiculares.
Por tanto, sus productos escalares deben valer 0.
ComoAB=(1,1,0),BC=(-2,2,2)y AD = (-2, 2, 2), se tiene:
AB -BC=AB-AD=(1,1,0)-(-2,2,2)=0
Por tanto, se trata de un rectangulo.

c) Por tratarse de un rectangulo, su superficie se halla multiplicando su base por su altura.
La base puede ser el modulo de AB; la altura, el modulo de AD.

78| =I+1=\2; [AD|=va+4+d=y12
Por tanto,

S= ‘EHE‘ =212 =424 2

Observacion: La superficie también podria hallarse mediante el producto vectorial.
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17. (Propuesto en EVAU 2018, Madrid)

Se consideran los vectores U = (-1, 2, 3), V. = (2, 0, -1) y el punto A(-4, 4, 7). Se pide:
a) Determinar un vector w; que sea ortogonal a U y V, unitario y con tercera coordenada
negativa.

b) Hallar un vector no nulo w, que sea combinacion lineal de U y V y ortogonal a v .

c) Determinar los vértices del paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los

vectores U y V y una de sus diagonales es el segmento OA.

Solucion:

a) Un vector ortogonal a dos dados se obtiene multiplicando vectorialmente los vectores
dados.

U U, U
Portanto: W, =UxV=|-1 2 3|=-20,+50,-4U;=(-2, 5 -4).

2 0 -
El vector unitario correspondiente es %-Vvl.

Wy
1 1 2 5) 4
Esto es: (2,5, —-4)=——(-2,5 —-4) = (— : , — j
JCF 52 1 (ay? ) 35 ( ) 35" 35" 35

La tercera coordenada ya es negativa.

b) Combinacion lineal:
W, =ali+bv =a-(-1,2,3)+b-(2,0,-1) = (-a+2b, 2a, 3a—b).
Ortogonal a v :
W,V =0 = (—a+2b, 2a, 3a-b)(2, 0, -1)=0 =
—2a+4b-3a+b=0=-5a+5b=0=b=a.
Por tanto, W, =(a, 2a, 2a), con a # 0. Uno de ellos es W, = (1, 2, 2).

c) Debe cumplirse que:

i C____———pd
OA= pii+qy=(-p+2q, 2p, 3p—q)=(4,4,7) = 7
p=2q=-1. v )

Los vértices seran: i

0= (01 0, 0)1 B= (—2, 4, 6), C= (_2, 0, 1)’ A= (_41 4, 7) o -____Pﬂ
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